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Barem de notare și evaluare 
Olimpiada Natională de Matematică 

Etapa Locală, Județul Dolj, 17 februarie 2024 

Clasa a XI-a  

 

Subiectul 1. 

a) Demonstrăm prin inducţie propoziţia: ( )
cos sin

: ,
sin cos

n
n n

P n A n
n n

 

 

 
=   

− 
. 

( )1P  este evident adevărată. 

Demonstrăm că ( ) ( )1P n P n→ + . 

Avem: 

( ) ( )

( ) ( )
1

cos 1 sin 1cos sin cos sin

sin 1 cos 1sin cos sin cos

n n
n nn n

A A A
n nn n

    

    

+
+ +    

=  =  =     
− + +− −     

. 

Conform principiului inducţiei matematice, rezultă că propoziţia ( )P n  este adevărată, 

n   .  
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b) Cum 
6 2

sin
12 4

 −
=  şi 

6 2
cos

12 4

 +
=   avem 

cos sin
12 12

4

sin cos
12 12

B

 

 

 
 

=  
 − 
 

.          

Folosind subpunctul a) rezultă  

2024 2024 4048 4048

506 506 2 2 1 3
cos sin cos sin

3 3 3 3 2 2
4 2 2

506 506 2 2 3 1sin cos sin cos
3 3 3 3 2 2

B

   

   

    
−    

 = = =   
    − −    − − 

     

.                                                                                                                       
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Subiectul 2. 

a) Deoarece 
1

𝑛2+1
≤

1

𝑛2+1
 ,   

1

𝑛2+2
<

1

𝑛2+1
 , … , 

1

𝑛2+𝑛
<

1

𝑛2+1
 ,  

prin adunarea acestor inegalități se obține că:   

𝑎𝑛 <
𝑛

𝑛2+1
. Cum 

𝑛

𝑛2+1
< 1, ∀𝑛 ≥ 1, rezultă că 𝑎𝑛 < 1, ∀𝑛 ≥ 1.        
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b) Avem inegalitățile:                           
1

𝑛2+𝑛
<

1

𝑛2+1
≤

1

𝑛2+1
; 

1

𝑛2+𝑛
<

1

𝑛2+2
<

1

𝑛2+1
; 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 
1

𝑛2+𝑛
≤

1

𝑛2+𝑛
<

1

𝑛2+1
.                           

După adunarea acestora obținem: 
𝑛

𝑛2+𝑛
< 𝑎𝑛 <

𝑛

𝑛2+1
  ⇒  

𝑛2

𝑛2+𝑛
< 𝑛 ∙ 𝑎𝑛 <

𝑛2

𝑛2+1
.                                                               

Dar  lim
𝑛→∞

𝑛2

𝑛2+𝑛
=   1 = lim

𝑛→∞

𝑛2

𝑛2+1
 ⇒ 1lim =

→
n

n
an .                                                         
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c) 
→n

lim (𝑛 ∙ 𝑎𝑛)𝑛 =
→n

lim [(1 + 𝑛𝑎𝑛 − 1)
1

𝑛𝑎𝑛−1]
𝑛(𝑛𝑎𝑛−1)

= 𝑒
)1(lim −

→
n

n
nan

.                         

Dar  𝑛 ∙ (𝑛𝑎𝑛 − 1) = 𝑛2𝑎𝑛 − 𝑛 = 
=









−

+

n

k kn

n

1
2

2

1 = −
= +

n

k kn

k

1
2

 și se obține: 

                  
= = = +


+


+

n

k

n

k

n

k n

k

kn

k

nn

k

1 1 1
222 1

             
= +

+


+


n

k n

nn

kn

k

1
2

2

2 222

1
.        

Deoarece 
→n

lim
𝑛2+𝑛

2𝑛2+2
=

1

2
, rezultă că 

=
→

=
+

n

k
n kn

k

1
2 2

1
lim , de unde obținem că:  

                                       lim
𝑛→∞

(𝑛𝑎𝑛)𝑛 = 𝑒−
1

2.                                                                   
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Subiectul  3. 

 
 

a) „”Presupunem că 
2

2 2A A I O− + =  sau 
2

2 2A A I O+ + = . Rezultă  

( ) ( )( )
2

4 2 4 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 22A A I A A I A A I A A A I A A I O+ + = + + − = + − = + + − + = .    

“”Presupunem că 
4 2

2 2A A I O+ + = .  

Notăm ( )tr A =  şi ( )det ,  ,A  =  . Din relaţia Cayley-Hamilton avem: 

2

2A A I = − . 

Din ipoteza 
4 2

2 2A A I O+ + =  obținem ( ) ( )3 2 2

22 1A I     + − = − + − . 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2
3 2 2 3

2

2
2 2

det 2 det 1 2

1 .

A I         

  

+ − = − + −  + −  =

= − + − 

 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

3 2 2 3

2

2 2

t 2 t 1 2

2 1 .

r A r I         

  

+ − = − + −  + −  =

= − + − 
 

    Din relaţiile ( ) şi ( )  obţinem ( )
2

2
2 2 1 2 0

4


   

 
+ − − = 

 
.                            

-dacă 0 =  obţinem 
2 1 0 − + = , contradicţie cu   .                                                 
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- dacă 
2

4


 =  obţinem 

4 24 16 0 + + = , contradicţie cu   .                                       

-dacă 2 1 2 0 + − =  rezultă 
2 1

2




+
=  iar din relaţia ( )  găsim ( )( )2 21 3 0 − + =  şi 

cum    avem 1 =  sau 1 = − . 

Dacă 
2

2 21 1 A A I O =  =  − + = . 

Dacă 
2

2 21 1 A A I O = −  =  + + = .                                                                              
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b) Luăm, de exemplu, 2 3
0 1 1 3

,  ,  1 0,  1
0 2

i
A    



−  +
= = − + = = − 
 

.                            

2 4 2

2 2,  A I A I = − =  . Rezultă: 

( )4 2 2 2

2 2 2 2 2

2

2 2

1 1
1 ,  ,  

1

1 1
.

1

A A I I O A A I O

A A I O


 

 



 

− + 
+ + = − + = − + =  

− − + 

− + − 
+ + =  

− + 
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Subiectul 4. 

1. Consider subșirurile (𝑥𝑛2)𝑛≥1 și (𝑥𝑛2−1)𝑛≥1.                                                                       

Avem 𝑥𝑛2 = {√𝑛2} + {√𝑛2 + 1} + {√𝑛2 + 2} . 

{√𝑛2} = {𝑛} = 0; 

 

{√𝑛2 + 1} = √𝑛2 + 1 − [√𝑛2 + 1] = √𝑛2 + 1 − 𝑛, 

deoarece 𝑛 ≤ √𝑛2 + 1 < 𝑛 + 1, ∀ 𝑛 ≥ 1 ⟹ [√𝑛2 + 1] = 𝑛. 

 

{√𝑛2 + 2} = √𝑛2 + 2 − [√𝑛2 + 2] = √𝑛2 + 2 − 𝑛, 

deoarece 𝑛 ≤ √𝑛2 + 2 < 𝑛 + 1, ∀ 𝑛 ≥ 1 ⟹ [√𝑛2 + 2] = 𝑛.                                      

         În concluzie:  

 𝑥𝑛2 = {√𝑛2} + {√𝑛2 + 1} + {√𝑛2 + 2} = 0 + (√𝑛2 + 1 − 𝑛) + (√𝑛2 + 2 − 𝑛) = 

=
1

√𝑛2+1+𝑛
+

2

√𝑛2+2+𝑛
⟹ 

→n
lim 𝑥𝑛2 =

→n
lim (

1

√𝑛2+1+𝑛
+

2

√𝑛2+2+𝑛
) = 0.                                  

 

Avem 𝑥𝑛2−1 = {√𝑛2 − 1} + {√𝑛2} + {√𝑛2 + 1} . 

{√𝑛2 − 1} = √𝑛2 − 1 − [√𝑛2 − 1] = √𝑛2 − 1 − (𝑛 − 1), 

deoarece 𝑛 − 1 ≤ √𝑛2 − 1 < 𝑛, ∀ 𝑛 ≥ 1 ⟹ [√𝑛2 − 1] = 𝑛 − 1. 

{√𝑛2} = {𝑛} = 0; 

{√𝑛2 + 1} = √𝑛2 + 1 − [√𝑛2 + 1] = √𝑛2 + 1 − 𝑛.                                                  

 

         În concluzie: 

     1p    
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 𝑥𝑛2−1 = {√𝑛2 − 1} + {√𝑛2} + {√𝑛2 + 1} = (√𝑛2 − 1 − (𝑛 − 1)) + (√𝑛2 + 1 − 𝑛) = 

= (√𝑛2 − 1 − 𝑛) + (√𝑛2 + 1 − 𝑛) + 1 = − 1

√𝑛2−1+𝑛
+

1

√𝑛2+1+𝑛
+ 1. 

⟹ 
→n

lim 𝑥𝑛2−1 =
→n

lim (−
1

√𝑛2−1+𝑛
+

1

√𝑛2+1+𝑛
+ 1) = 1.                                                      

 Finalizare: șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1 admite două subșiruri (𝑥𝑛2)𝑛≥1 și (𝑥𝑛2−1)𝑛≥1 astfel încât 

( )2lim 0
nn

x
→

=  și ( )2 1
lim 1

nn
x

−→
= .                                                                                              
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